»Elementy statystyki jako narzedzie sterowania jakoscig i wynikami badan”
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Wstep

Statystyka zaczyna sie od danych. Pomysl o danych jako generowanych przez czarng
skrzynke, w ktdrej wektor zmiennych wejsciowych x (zmienne niezalezne) wchodzi z
jednej strony, a z drugiej strony wychodzi zmienna odpowiedzi y.

Wewnatrz czarnej skrzynki funkcje ,,natury” tgczg zmienne predykcyjne ze zmiennymi
odpowiedzi, wiec obraz wyglada tak:

X—¥ Nature ——» Y

Analiza danych ma dwa cele:
* Prognoza. Aby méc przewidzieé, jakie bedg reakcje na przyszte zmienne wejsciowe;

* Informacja. Aby wydoby¢ informacje o tym, jak ,natura” tgczy zmienne odpowiedzi ze zmiennymi
wejsciowymi.



Istnieja dwa rdine podejscia :

Kultura modelowania statystycznego

Analiza w tej kulturze rozpoczyna sie od projektu stochastycznego
modelu danych dla wnetrza czarnej skrzynki.

Na przyktad powszechnym modelem danych jest to, ze dane sg
generowane przez niezalezne losowania:

odpowied? = f(zmienne predykcyjne,szum losowy, parametry)
Wartosci parametrow sg szacowane na podstawie danych i modelu, a

nastepnie wykorzystywanego do informacji i/lub przewidywania. W
zwigzku z tym czarne pole jest wypetniane w nastepujacy sposob:

Logistic regression

X————» Linear regression |[———* Y

Cox regression

Walidacja modelu.

Tak — nie przy uzyciu testdw dopasowania i badania resztowego.

Kultura modelowania algorytmicznego

Analiza w tej kulturze rozwaza wnetrze pudta ztozonego i

nieznanego. Podejscie polega na znalezieniu funkcji f(x) —
algorytmu, ktéry operuje na x, aby przewidzie¢ odpowiedzi y.

Czarna skrzynka wyglada tak:

X——» | Unknown algorithm Y

k’ Neural Networks /
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Walidacja modelu.

Mierzone przez doktadnos¢ predykecyjna.



Model efektéw statych

Mozemy zapisa¢ model LM (Linear Model) jako: Yi ~Fy

gdzie F, jest rodzing rozktadow normalnych o wartosci Sredniej w postaci funkcji scoringowe;:

yi= U + a1X11 + arX12 + -+ apxlp + €1
Yo = U + ar,X21 + a2x22 + -4 apxzp + €
Yn= U+ QXp1 T AXpp + o+ ApXpy + ey
oraz wariancji:
var(e;) = o?
var(e,) = o2

W zapisie wektorowym:

y=Xa+e , e~N@OV)
V =var(y) = o2l



Model efektéw mieszanych

Model mieszany (GLM) rozszerza model efektow statych o uwzglednienie efektéw losowych, czyli losowych
wspotczynnikdw i/lub sktadnikéw kowariancji w macierzy wariancji.

Rozszerzajgc nasz model efektdow statych (a) o efekty losowe (B), model mieszany mozna okresli¢ jako

Vi = U+ aixp + QXpp + o Xy + B1Zi + Bazip o+ BpZip T

W zapisie wektorowym (dwa Zzrédta btedéw losowych):

y=Xa+Zp +e e~N@OR), B ~NOG)



Mozemy zapisa¢ modele LM/GLM (Linear Model / General Linear Model) jako:

Model efektow statych (LM)

Efekty state tworzg model regresyjny:
Ui = U+ aixy +axx; + -+ apx, + €
Vilai~N(u;, 0%1)  cayli (~F,)

gdzie y; jest odpowiedzig dla i-tej jednostki probki, a «; jest wektorem efektow statych dla tej jednostki

Model efektow mieszanych (GLM)
Mieszane liniowe modele (LMM) majg nastepujaca ogdlng reprezentacje:
{ Yi[Bi~Fy
Bi~N(0,%)

Y jest wektorem rozktadu Y, f; jest wektorem efektéw losowych dla tej jednostki.



Przyktad z dziedziny gazometrii medyczne;j. \\ |
Wt

R 7 1 0
Postawowe pojecia medyczne wprowadzajgce do problemu: ‘ -

&
S 3

* Wymiana gazowa w ptucach — przenoszenie tlenu 02 z powietrza oddechowego do krwi (utlenowanie krwi) oraz CO2 z krwi
do powietrza wydychanego (eliminacja CO2).

e Gazometria krwi tetniczej pozwala ocenic skuteczno$é wymiany gazowej dzieki pomiarom cis$nienia parcjalnego 02 i CO2.

e Cisnienie parcjalne (Pa02 i PaC0O2) opisuje udziat poszczegblnych gazéw w mieszaninie gazowej. Zmiany cisnienia opisujg
dynamike gdyz gazy przemieszczajg sie zgodnie z gradientem cisnien z obszardw o wyzszym cisnieniu parcjalnym do
obszaréw o nizszym cisnieniu.

* Na poziomie btony pecherzykowo-wtosniczkowej powietrze w pecherzykach ptucnych wykazuje wyzsze Pa0O2 i nizsze PaCO2,
w porownaniu do krwi wtosniczkowej. O2 przemieszcza sie z pecherzykdw ptucnych dokrwi, a CO2 z krwi do pecherzykdw

ptucnych. Zaburzenia w tym mechanizmie prowadzg do niewydolnosci organizmu.

Badanie gazometryczne (ang. blood gases) wykonywane jest na ogoét tgcznie z badaniem innych parametrow
krytycznych koniecznych do ustalenie stopnia niewydolnosci organizmu

Analiza korelacji bedzie narzedziem statystycznym stosowanym w tym kontekscie. Policzymy wspétczynnik korelacji
miedzy dwiema zmiennymi PaO2 (cisnienie parcjalne dwutlenku wegla) i HCO3 (aktualne stezenie dwuweglanow —
odpowiadajgce utlenowaniu krwi).



Przyktad z dziedziny gazometrii medycznej

1

Dane z badania

Patient Replicate PaCO2 HCO3
1 3.97 4.48
2 4.12 4.99
3 4.09 5.39
4 3.97 6.09
1 5.27 4.49
2 5.37 4.55
3 5.41 5.66
4 5.44 7.68
1 5.67 5.31
2 3.64 6.2
3 4.32 6.79
4 4.73 6.39
5 4.96 7.29
6 5.04 6.95
7 5.22 9.53
8 4.82 8.91
9 5.07 9.36
1 5.67 6.82
2 5.1 6.48
3 5.53 7.5
4 4.75 5.97
5 5.51 7.49
1 4.28 6.19
2 4.44 6.43
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PaCO2 HCO3
3 4.32 6.85
4 3.23 6.75
5 4.46 6.37
6 4.72 7.44
7 4.75 7.5
8 4.99 9.51
1 4.78 4.63
2 4.73 5.91
3 5.12 6.82
4 4.93 5.49
5 5.03 7.84
6 4.93 8.35
1 6.85 3.93
2 6.44 4.53
3 6.52 5.25
1 5.28 6.27
2 4.56 6.22
3 4.34 6.24
4 4.32 6.47
5 4.41 6.18
6 3.69 7.37
7 6.09 6.95
8 5.58 8.94
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MODEL STATYSTYCZNY
Interesujgce zmienne oznaczmy jako U i W.
Niech (Uij, Wij) bedzie j-tg obserwacja u i-tego pacjenta (j=1, ...,m,) w probie n pacjentow.

Zatézmy, ze para (Uij, Wl-j) ma dwuwymiarowy rozktad normalny,

[II/IJ/ll]] ~Normal ([5;1/] ) Z)

gdzie uy , Uy sa Srednimi odpowiednio U i W, a X jest macierzg wariancji/kowariancji. Mozemy naktadac rézne
warunki na macierz X..



Macierz wariancji/kowariancji mozemy zapisac:

2
Oy OyowPuw

> = 5
OyowPuw Ow

gdzie alz, [ aﬁ, s wariancjami odpowiednio U i W, a pyy ich korelacjg .

Dla wygody notacji przydatne bedzie uzywanie terminu kowariancji oy, = oy oy pPyw-



Wspotczynnik korelacji liczony bezposrednio:

Title "Naive Pearson correlation”; _ Scatter Plot
proc corr;
var PaC02 HCO3;

run;
8-
g
T H
Parametr Estymator
SEEE— 6-|
Naive Pearson correlation -0.07006
Pearson correlation based -0.48794
oh means S o e it
4 pvalue 0,6398 -
Weighted correlation based -0.43842 a } L e
on means Pacc2

80%

Prediction Ellipses



PH

Rysunek ponizej przedstawia wyniki zmiennych PH, PaCO2 i HCO3 dla kazdego pacjenta.

Zachowania tych krzywych sg rézne dla kazdej osoby.
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Model dla powigzanych danych (GLM)

Petna specyfikacja modelu wymaga dalej zatozen dotyczacych relacji miedzy U i W mierzonych w réznych

momentach czasu (replikacjach). Oznaczmy korelacje miedzy pomiarami wykonanymi w dwdch rdéznych czasach
j oraz j'takichzej # j' przez:

corr(Ul-jr Uij ) = Pu
corr(WUr , Wij ) = Pw
corr(Ul-j , Wij ) = pyw
corr(Uij Wi )= Puw’ 0

Spodziewamy sie, ze parametr § bedzie rézny od 1, gdyz zazwyczaj korelacje miedzy zmiennymi pomierzonymi w
réznych momentach majg inng wartos¢ niz pomierzonymi w tym samym czasie.

[time; time;r]
Uj “Pu= Uy
) A7
Zaktadana struktura korelacji moze by¢ przedstawiona w nastepujgcy sposob: Puw Puw 0 p’iW
Wy e py Wil



Aby lepiej pokaza¢ strukture wariacyjno/kowariancyjng, dla uproszczenia przedstawiony jest zapis
petnej macierzy wariancji/kowariancji dla 2 powtdrzonych pomiaréw u i-tego pacjenta:

) ] 2 2 2 :
Uiq Oy Ouw [UUPU GUW5] w OGPy OywO
2 2 2
Wn Oyw ow I\ oywo Ow Pw oywd  owpw
. 2 2 : 2
l(/IJ/LZ [UUPU UUW5] Oy oyw | i 0gPw  OywO
. = i = 2 2 : 2
Vi = cov 2 oywd __0yPw)|_Ouw O ) i oywd  OPw
Uimi 2 ) 2 ) 2
OyPu OuywO OyPuy Oyw - Oy Oyw
Wimi_ ) 2 ) 2 2
OoywO OwpPw Oyw Ow Pw - Oyw Ow 1

Prosze zwrdc¢ uwage na strukture blokowg tej macierzy, z pod-macierzami odpowiadajgcymi X na gtownej
przekatnej oraz pod-macierzami (innymi) poza przekatna.

Macierze wariancji/kowariancji dla kazdego pacjenta bedg miaty takg sama strukture, z wyjatkiem tego, ze

wymiar moze sie rézni¢ z powodu réznych liczb powtdrzen pomiaréw.



Dla i-tego pacjenta liniowy model efektow mieszanych zadany bedzie przez réwnanie:
Yi=XiB+Ziyi + €

Gdzie X; i Z; sg odpowiednio statg i losowg macierzg planu, 8 jest wektorem statych efektow, y; jest wektorem
losowego efektu dla pacjenta i oraz €; jest btedem losowym dla pacjenta i.

Przyjrzyjmy sie teraz doktadniej wptywom obu macierzy na rozktad Y;:

EY)=u =X oraz Var(Y))=V,=Z,GZ] +R;

Zadanie polega na oszacowaniu f3, G, R; dla zadanej struktury wariancji/kowariancji na podstawie danych
obserwowanych.



model value =
random pomiar /type=un subject=patient;
repeated pomiar / type=un subject=Replicate(patient);

pomiar / ddfm=kr;

Patient | Replicate | pomiar |  value |
1 1 1 PaC02 397
2 1 1 HCO3 448
3 5 3 PaC02 432
4 5 3 HCO3 6.85
5 1 2 PaC02 412
6 1 2 HCO3 499
7/ 5 4 PaC02 323
8 5 4 HCO3 6.75
9 1 3 PaCO2 409
10 1 3 HCO3 5.39
1 5 5 PaCO2 446
12 5 5 HCO3 6.37
13 1 4 PaCO2 3.97
14 1 4 HCO3 6.09
15 5 6 PaCO2 472
16 5 6 HCO3 744
17 2 1 PaCO2 527
18 2 1 HCO3 449
19 5 7 PaC02 475
20 5 7 HCO3 25
21 2 2 PaCO2 537

A LmAn

arr

#(macierz G)
#(macierz R)

Table i Covariance Structure Examples
Description Structure Example
Variance VC (default) E 0 0 7
components )
0 oy 0 0
2
0 0 o4p 0
(0 0 0 &y
Compound CS (o + oy oy oy a1
symmetry 9
oy o° + o oy a1
a1 a1 o + oy o1
| o 1 5] o’ + oy
Unstructured UN (02 om oy o4 ]
a21 ﬂ’% O32 042
o5 T3 ﬂg Ta3
| 041 O42 T4y O i i




ML estymator:

Estimated \V Matrix for Patient 1

Row Coll

1 1.9656
-0.1956
0.5753
-0.3725
0.5753
-0.3725
0.5753

== T I = - T S TR R PL R N

-0.3725

Col2
-0.1956
0.6816
0.3725
0.4259
0.3725
0.4259
-0.3725
0.4253

Col3| Col4

Col3

Colb

05753 -0.3725 0.5753 -0.3725

-0.3725 | 0.4259
1.9656 | -0.1956
-0.1956 | 0.6816
0.5753 | -0.3725
-0.3725 | 0.4259
0.5753 | -0.3725
-0.3725 | 0.4259

-0.3725

0.5753

-0.3725

1.9656

-0.1956

0.5753

-0.3725

0.4255
-0.3725
0.4259
-0.1956
0.6816
-0.3725
0.4259

Col7
0.5753
-0.3725
0.5753
0.3725
0.5753
-0.3725
1.9656
-0.1956

Col8
-0.3725
0.4259
-0.3725
0.4259
-0.3725
0.4259
-0.1956
0.6816

Row
1
2
3
4
5

Wyniki z powyzszych tabel zebrane w jedno miejsce:

Col1

Estimated V Correlation Matrix for Patient 1

Col2

1.000

-0.1690

-0.169
0.2927
-0.3218
0.2927
-0.3218
0.2927
-0.3218

1.0000
-0.3218
0.6248
-0.3218
0.6248
-0.3218
0.6248

Col3
0.2927
-0.3218
1.0000
-0.1690
0.2927
-0.3218
0.2927
-0.3218

Cold
-0.3218
0.6248
-0.1690
1.0000
-0.3218
0.6248
-0.3218
0.6248

Parametr

Uy

Puw

Col3
0.2927

-0.3218

0.2927

-0.3218

1.0000

-0.1690

0.2927

-0.3218

Col6

-0.3218

0.6248

-0.3218

0.6248

-0.1690

1.0000

-0.3218

0.6248

Col7
0.2927
-0.3218
0.2927
-0.3218
0.2927
-0.3218
1.0000
-0.1690

Estymator

5.0401
6.3612
1.4019
0.8255
0.2926
0.6248
-0.1689
1.9043

Col8
-0.3218
0.6248
0.3218
0.6248
-0.3218
0.6248
-0.1630
1.0000



Heurystyka: Metoda Najwiekszej Wiarogodnosci (Maximum Likelihood)
Y~P(X,0)
Oszacowanie parametrow 6 metodg ML polega na znalezieniu:

0y, = argmax P(X, 6)
6

Funkcja prawdopodobienstwa tych modeli ma nastepujgcg ogdlng postac

Fy

n | N(0,2)
Lik(0) = 1_[ f p1 Yilyip) o (7i; 2)
i=1

w ktdrym pierwszy sktadnik jest funkcjg prawdopodobienstwa lub funkcji gestosci prawdopodobienstwa Fi a drugi
sktadnik jest funkcjg gestosci prawdopodobienstwa wielowymiarowego rozktadu normalnego dla efektéw losowych.

Problem polega na tym, ze catka w definicji tej funkcji prawdopodobieristwa nie ma rozwigzania w formie
zamknietej (analitycznej). Dlatego, aby oszacowac parametry w tych modelach przy pomocy metody maksymalnego
prawdopodobienstwa, musimy w jakis sposdb przyblizy¢ te catke.



Metody estymacji: PQL (Partial Quasi Likelihood), REML (REstricted Maximum Likelihood), ML (Maximum Likelihood),
Laplace, Gauss-Hermite sg ze sobg powigzane?

Pytanie z bloga.

e Podczas uczenia sie o mieszanych uogdlnionych liniowych modelach (Generalized Linear Mixed Models - GLMM)
czesto widze powyzsze warunki.

e Czasami wydaje mi sie, ze sg to oddzielne metody oceny (ustalonych? Losowych? Obu?) efektow, ale kiedy czytam
literature, widze, ze terminy sg mieszane. Na przyktad PQL i REML. Niektdrzy piszg, ze PQL dziata dobrze w przypadku
nienormalnych rozktadow odpowiedzi warunkowej, takiej jak log-normal, ale jest obcigzona w klasycznym przypadku
dwumianowym lub Poissona, dlatego powinienem uzy¢ wéwczas REML lub ML.

* W innych artykutach widze, ze REML lub ML jest uzywany tylko w modelach liniowych, podczas gdy inne artykuty
mowig, ze REML jest teraz dostepny réwniez dla GLMM (na przyktad pakiet glmmTMB w R-Cran). Rozumiem wiec, ze
PQL jest metodg niezalezng od REML? Ale potem widze ksigzke, w ktorej pordwnujg rozne metody szacowania, w
tym PQL przez REML. Czy zatem REML jest specjalnym przypadkiem PQL? A gdzie w gre wchodzi Laplace lub Gauss-
Hermitte? Jestem catkowicie zagubiony.

e (Czyistnieje sposdb na zorganizowanie tych metod?



W literaturze proponowane sg dwie gtowne klasy aproksymacji oraz metoda dwustopniowa REML.

1. Przyblizenie funkcji catkowanej:
metody te wymagaja przyblizenia logarytmu iloczynu dwdch sktadnikéw p(y;|b;; ) - p(b;; L) przez
zmienng o wielowymiarowym rozktadzie normalnym, poniewaz dla tego rozktadu mozemy rozwigzac
catke. Do tej kategorii nalezg metody aproksymacji PQL i Laplace.

2. Przyblizone szacowanie cafki:
metody te obejmujg przyblizenie catej catki przy pomocy (wazonej) sumy, tj.

| pGilbi b2 dbi = Y w Oilbi ¥Ip (i )
k

Nalezg do niej niektére metody nalezace do kategorii Monte Carlo i adaptacyjne aproksymacje
kwaratury Gaussa np. metoda Gaussa-Hermitta.

3. Metoda REML (Restricted Maximum Likelihood) opierajgca sie na koncepcji maksymalizacji wiarogodnosci
jako funkcji wariancji Xy, przy zatozeniu, ze parametr u jest staty, nastepnie szacowany jest parametr y

przy zatozeniu, ze wariancja jest stata.



Zalety i wady

* Metody przyblizania funkcji podcatkowej sg ogdlnie szybsze niz przyblizania catkowania. Nie zapewniajg one jednak
zadnej kontroli btedu aproksymaciji. Z tego powodu metody te dziatajg lepiej, gdy iloczyn dwdch termindw moze byc
dobrze przyblizony przez wielowymiarowy rozktad normalny. Jak to ma miejsce gdy dane sg , bardziej” ciggte. Wystepuje
to, w danych o rozktadach ciggtych a takze dwumianowych z duzg liczbg préb i danych Poissona z duzymi oczekiwanymi

wartosciami.

* Przyblizanie metodg catkowania jest wolniejsze, ale zapewniajg kontrole btedu aproksymacji poprzez uzycie wiekszej
liczby sktadnikdéw w wyrazeniu sumowania. Mozna to osiggnac¢ biorgc pod uwage wiekszg prébke Monte Carlo lub wiecej
punktow kwadraturowych. Dlatego te metody bedg dziata¢ lepiej w przypadku danych binarnych lub danych Poissona o
niskiej oczekiwanej wartosci.

* Warto wspomnieg, ze istniejg pewne powigzania miedzy dwiema klasami metod. Na przyktad przyblizenie Laplace'a jest
rownowazne adaptacyjnej regule kwadraturowej Gaussa z jednym punktem kwadratury (hiper parametr algorytmu).

e Wreszcie metoda REML jest bardziej przydatna w szacowaniu liniowych modeli mieszanych, dla ktérych catka ma co
prawda rozwigzanie w formie zamknietej, ale gtdéwnym celem jest oszacowanie sktadnikdow wariancji, tj. elementéw
macierzy kowariancji Z. Klasyczna procedura najwiekszej wiarogodnosci jest znana z generowania obcigzonych wynikéw
do oszacowania tych parametrow, szczegdlnie w przypadku matych prébek.

Intuicja REML polega na maksymalizacji zmodyfikowanej funkcji wiarogodnosci, ktéra jest wolna od komponentu
wartosci sredniej zamiast oryginalnej funkcji wiarogodnosci, jak w ML.



ML estymator:

Estimated V Matrix for Patient 1 Estimated V Correlation Matrix for Patient 1

Row Col1 Col2 Col3 Cold Cold Col6 Col7 Col8 Row Coll Col2? Col3 Cold Cols Col6 ColT Col8

1| 1.9656 -0.1956  0.5753 | -0.3725  0.5753 -0.3725 0.5753 | -0.3725

-

1.0000) -0.1690 J0.2927 -0.3218 0.2927 -0.3218 02927 -0.3218

2|-0.1956  0.6816 -0.3725 04259 -0.3725 04259 -0.3725 04259 2 -0.1690 1.0000 -0.3218 | 0.6248 -0.3218 06248 -0.3218 0.6248
3 05753 -0.3725 19656 -0.1956 05753 -0.3725 05753 -0.3725 3 02927 -0.3218 1.0000 -0.1690 02927 -0.3218 02927 -0.3218
41-0.3725 | 042593 -01956 06816 -0.3725 04259 -03725 04259 4/-0.3218 06243 -0.1690 1.0000 -03218 06248 -0.32158 06248
5| 05753 -0.3725 05753 -0.3725 19656 -0.1956 05753 -0.3725 5 02927 03218 02927 | -0.3218 1.0000 -0.1690 0.2927 -0.3218
6|-03725 04253 -0.3725 04259 01956 06816 -0.3725 04259 6 -0.3218 06248 -03218| 06248 -0.1690 1.0000 -0.32158 0.6248
7| 05753 -03725 05753 -0.3725 05753 -0.3725 1.9656 -0.1956 7 02927 -0.3218 02927 -0.3218 02927 -0.3218 1.0000 -0.1690
8|-0.3725 04259 -0.3725 | 0.4259 03725 04259 -0.1956 | 0.6816 & -0.3218 0.6248 -03218 | 0.6248 -0.3218 06248 -0.1690 1.0000

Parametr Estymator

Wyniki z powyzszych tabel zebrane w jedno miejsce: " = 0401

Ly 6.3612

of 1.4019

o 0.8255

ou 0.2926

ow 0.6248

Puw -0.1689

5 1.9043

Metoda estymacji ML (Maximum Likelihood) nie jest najlepszg metodg szacowania komponentéw wariacyjnych —
zazwyczaj niedoszacowuje ich wartosci dlatego lepiej uzy¢ metody REML.



REML estymator:

Row Colt

1| 2.0892
-0.2434
0.7065
-0.4180
0.7065
-0.4180
0.7065

82 | = | N k| L | M

-0.4180

Metoda estymacji moze wptyngc¢ na wynik oszacowania.

Estimated V Matrix for Patient 1

Col2

-0.2434

0.7561

-0.4180

0.5015

-0.4180

0.5015

-0.4180

0.5015

Col3
0.7065
-0.4180
2.0892
-0.2434
0.7065
-0.4180
0.7065
-0.4180

Cold4

0.5015

-0.2434

0.7561

-0.4180

0.5015

-0.4180

0.5015

Col5

0.7065

-0.4180

2.0892

-0.2434

0.7065

-0.4180

Cole

-0.4180 | 0.7065  -0.4180
-0.4180

0.5015

-0.4180

0.5015

-0.2434

0.7561

-0.4180

0.5015

Col7
0.7065

-0.4180

0.7065

-0.4180

0.7065

-0.4180

2.0892

-0.2434

Cold

-0.4180

0.5015

-0.4180

0.5015

-0.4180

0.5015

-0.2434

0.7561

Row

28 | =] | o | R B | L R

Col
1.0000

-0.1936

0.3381

-0.3326

0.3381

-0.3326

0.3381

-01.3326

Estimated V Correlation Matrix for Patient 1

Col2. Cold Cold Col5 Cole Col7| Cold
01936 03381 -0.3326 03381 -0.3326 03381 -0.3326
1.0000 -0.3326 06633 -0.3326 06633 -0.3326 06633
03326 1.0000 -01936 03381 -0.3326  0.3381  -0.3326
0.6633 -0.1936 1.0000 -0.3326 06633 -0.3326 06633
-0.3326 0 03381 -0.3326 1.0000 -01936 | 03381 -0.3326
0.6633 -0.3326 0.6633 -01936 1.0000 -0.3326  0.6633
-0.3326 03381 -0.3326 0.3381 -0.3326 1.0000  -0.1936
06633 -0.3326 06633 -0.3326 06633 -0.1936 1.0000

Parametr Estymatory ML | Estymatory REML
1y 5.0401 5 0386
Uy 6.3612 6.3477
i 19657 2.0892
o5 0.6816 0.7561
Py 0.2926 0.3381
pW 0.6248 0.6632
Puw -0.1689 -0.1936
5 1.9043 1.7173




Cross Entropy Kullbacka-Leiblera — ocena dopasowania modelu

Informacja Kullbacka-Leiblera (K-L) jest funkcjg oznaczong jako ,I” w celach informacyjnych. Funkcja ta ma dwa argumenty: f

reprezentuje petng rzeczywistos¢ lub ,prawde”, a g jest modelem.

» Zatem informacja K-L I(f, g) to: ,informacja” tracona przy zastosowaniu modelu g do przyblizenia petnej rzeczywistosci, f.

* Roéwnowazna i bardzo przydatna interpretacja I(f, g) to: ,,odlegto$¢” od przyblizajagcego modelu g do petnej rzeczywistosci f.

W ramach dowolnej interpretacji. staramy sie znalezé model, ktéry minimalizuje I(f, g) dla hipotezy. reprezentowanej przez modele.

I(f g( |9)) f f(X) 10g< f(lg)) dx Informacja K-L

- j f(x) log(f(x)) dx — j f(x)1og(g(x|6)) dx
Q Q



Hirotagu Akaike podat wzory pozwalajgce wyliczy¢ oczekiwang wartos¢ informaciji:
Ev|1(f.g(.|6%))| = aic

Dla rozktadu normalnego mamy AIC = nlog% + 2k

gdzie RSS - rezydualna suma kwadratéw
n - wolumen prébki
k - liczba parametréw modelu

Akaike Information Criterion jest uzywane do poréwnywania modeli i wyboru najlepszego

Metoda ML: Metoda REML:

Fit Statistics
-2 Log Likelihood 239.9
AIC (Smaller is Better) 2559
AICC (Smaller is Better) 257.6
BIC (Smaller is Better) | 256.6

Fit Statistics
-2 Res Log Likelihood 2416
AIC (Smaller is Better)  253.6
AICC (Smaller is Better) 254.6
BIC (Smaller is Better)  254.0



Podsumowanie — wykorzystanie z modeli statytsycznych

Statystycy w badaniach stosowanych uwazajg modelowanie danych za szablon do analizy statystycznej: w obliczu problemu
przede wszystkim myslg o modelu danych. Najwazniejszym elementem jest budowa modelu.

Nastepnie szacowane sg parametry i wyciggane wnioski (na podstawie modelu).

Kiedy model jest dopasowany do danych, nastepuje wycigganie wnioskow ilosciowych.

McCullah i Nelder (1989) piszg ,,Dane czesto wskazujg z niemal rownym naciskiem na kilka mozliwych modeli, i waine jest, aby
statystyk uznat to i zaakceptowat”. Dobrze powiedziane, ale rézne modele, wszystkie jednakowo dobre, mogg dawacd rézne
obrazy relacji miedzy predyktorem a zmiennymi odpowiedzi. Pytanie ktory najdoktadniej odzwierciedla dane, jest trudne do
odpowiedzi

Mountain i Hsiao (1989) pisz3: ,, Trudno sformutowa¢ kompleksowy model tak aby: obejmowat wszystkie konkurujagce modele.
Ponadto, przy uzyciu skonczonych probek, istniejg watpliwe implikacje w odniesieniu do trafnos¢ i moc réznych testow, ktore
opierajq sie na teorii asymptotycznej.”

Breiman (2003) ostrzega nas o systematycznych btedach (prowadzacych do btednych wnioskéw), ktére zostaty popetnione przy
zastosowaniu aktualnej praktyki statystycznej w modelowaniu danych. Trzeba zawsze pamietaé, ze:

* kierownictwo poszukuje zysku - praktycznych odpowiedzi (przewidywan) przydatnych przy podejmowaniu decyzji w krétkim
okresie.
* nauka poszukuje prawdy, podstawowej wiedzy o przyrodzie, ktéra na dfuzszg mete zapewnia zrozumienie i kontrole.



Notatka historyczna: test t-Studenta ma wiele zastosowan
naukowych, ale zostat wymyslony przez Studenta jako narzedzie
zarzgdzania, dzieki ktoremu stwierdzono, ze piwo Guinness jest lepsze
(gorzkie?).

Pytania.



